Lemme de Morse

Reéférence : [Roul exercice 114 p344 -+ exercice 66 p201
Notions utilisées : Algebre bilinéaire et formes quadratiques (+signature / Sylvester), Calcul différentiel

et Taylor a ’ordre 2

— Motivations N

Affiner Pétude locale d’une fonction C3, et permet de faire le lien entre coniques et formes
quadratiques. Le résultat énonce que localement en un point critique non dégénéré, f ressemble

a "la" forme quadratique de signature celle de la Hessienne de f.

Théoréme 1. Soit U C R™ ouvert contenant 0 et f : U — R. On suppose que f € C3(U, R) et que f
a un point critique non dégénéré en 0, i.e Dof = 0 et Hof est une forme quadratique non dégénérée, de
signature (p,n — p).

Alors il existe deux voisinages Vi,Va de 0 dans R"™ et un difféomorphisme ¢ : x € Vi — p(x) =

(pn(x), ..., on(x)) € Vo tel que p(0) =0 et

Vo € Vi, f(z) — f(0) =D @i(@) — Y #i)
i=1 i=p+1

Preuve. Etape 1 : Etude de la matrice symétrique issue du Taylor a 1’ordre 2.

On applique la formule de Taylor avec reste intégral a f. Il vient

f@) = 1)+ 0+ [ (1= 0D f(w.a)dt = 10) + o ( [a-o Hmf) rdt = f(0) +'2Q(x)a

avec Q(z) = /01(1 —t) Hy f dt.

Lemme 2. Pour toute matrice Ay € S,(R) inversible, 'application ¢ : M € Myp(R) — ‘“MAM a sa
différentielle en 0 surjective. De plus, il existe un voisinage V. de Ag dans Sp(R) et ¢ € C1(V,GL,(R))
difféomorphe telle que VA € V, A =~ (A) Agp ™ (A) = ¢p(p 1 (A)).

Preuve du lemme. Etape 1.a : Noyau et image de ¢.

Ona ¢(M + H) = ¢(M) +"MAH + " 'HAgM +'HAgH, donc D;, ¢.H = AgH + 'H Ag. En particulier



2
surjectivité. De plus, H € Ker(¢) «—= '‘HAy = —AgH <= "(AgH) = —AgH <= AgH est antisymé-

1
pour toute matrice symétrique S on a Dy, ¢. <A515’> =1 < > Ay + Ag < S> = S d’ou la

trique.

Etape 1.b : TIL sur ¢.

On remarque alors que l'ensemble F' := {H € M, (R),AoH € S,(R)} est un supplémentaire de Ker(¢)
dans M, (R). On considére alors 1) = ¢|p. D’aprés ce qui précéde, Ker(Dy, ) = Ker(Dy, 1) N F est réduit
a 0 donc Dy, 1 est bijective. Ainsi, d’aprés le théoréeme d’inversion locale, il existe un voisinage U de I,,
dans F tel que 9 soit un difféomorphisme sur ¢)(U). Puisque GL, (R) est un voisinage ouvert de I,, quitte
a remplacer U par U N GL,(R) on peut supposer U C GL,(R). Ainsi, V := ¢ (U) est un voisinage ouvert
de 9(I,,) = Ay dans S,(R) et donc quelle que soit A € V on a bien une unique matrice M = 1)~ (A) telle
que (M) = MAGM = A, cest a dire A =71 (A)Agy ™1 (A). O

Etape 2 : Application du lemme.
On applique ce lemme & la forme quadratique Q. Cette forme est non dégénérée donc de classe C' en
0, et envoie donc un voisinage V; de 0 sur un voisinage V de Q(0) € S,(R). En pré-composant par @
I’application 1) donnée par le lemme, en en déduit qu’il existe une application M, C! sur un voisinage V;
de 0 dans R" telle que
Vo € Vi,Q(z) = "M (z)Q(0) M (z).

Donc Vz € Vi, f(z) — f(0) = '2'M(2)Q(0)M (x)x = '0(z)Q(0)f(x) en posant 6 : x + M(x)z. Or
1

Q(0) = ng f est de signature (p,n — p), donc d’aprés le théoréme de Sylvester, il existe une base dans

(L)  (0)

0)  (=In—p)

laquelle Q(0) est de la bonne forme, c’est & dire P € Gl,,(R) telle que PQ(0)'P =

Etape 3 : Conclusion.

On en déduit le résultat par composition des deux applications suivantes

e L’application x — M (x)x est différentiable de différentielle M (0) € GL,(R), donc localement dif-

féomorphe.

e Le changement linéaire de variables (changement de base) étant linéaire, il est globalement différo-

morphe.

d’ott un C!-difféomorphisme ¢ : Vi — ¢(V}) tel que Yz € Vi, tzQ(z)x = Z i (x Z ©?(x) O
i=p+1
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