Prolongement de la fonction ¢ de Riemann a C\ {1}

Notions utilisées : Techniques d’intégration a plusieurs paramétres, séries de fonctions (en particulier
intégration de ces derniéres), holomorphie,

— Motivations N

Donner un prolongement de ¢ en dehors du domaine {Re > 1} ou elle est définie naturellement
comme série absolument convergente. On fait au passage appel a la fonction gamma d’Euler et
a ses propriétés (lien possible avec le développement en produits infinis, etc).
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Prérequis : Formule sommatoire de Poisson (voir annexe), transformée de Fourier v/7e® /* de la gaussienne.
La convention ici choisie pour la transformée Fourier est

A +OO .
f(e) = / €62 £ (2) dor

Notations : Pour Re(s) > 1 et z € C, on pose

C: <56{Re>1}»—>§:;>
n=1

ainsi que
)
frixe ™

pour t un paramétre réel strictement positif, et

0 : <t>0»—>th(n)>

Théoréme 1. ¢ admet un prolongement analytique sur C\ {1} a un péle simple en 1. De plus, tout zéro
de ¢ appartient a —2N U {0 < Re < 1}.

Preuve. Etape 1 : Appliquer la formule sommatoire de Poisson sur f; pour trouver V¢ > 0, 6(t) =
%6’(1 /t).

Soit t > 0.

Onabien f; € L'NCOet fi(n) = O (
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T 2) par croissances comparées. Ainsi, la formule sommatoire
n

de Poisson s’applique, et on a
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Il s’agit donc de calculer la transformée de Fourier de la gaussienne f;. Appliquons le théoréme de dérivation
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(par rapport a la variable fréquentielle £) sous l'intégrale / e 2ime o=t 0. On considére la domination
—0o0
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= 2m|zle € LY(R); il vient alors par intégration par parties, le terme de bord

étant nul par croissances comparées,
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y = 0. On en déduit ainsi f;(§) = fi(0)e ¢ .

d’ott f; solution de 'EDO v/ +
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Enfin, f:(0) = / e ™ ldy = / VA = \2 d'ott fiy(n) = \}Ef(l/t)(n) et finalement 6(t) =

1
%0(1#). -~
Etape 2 : On pose £(s) := s(s — 1)a—*/?T'(s/2)¢(s). Montrer que 7~%/%T(s/2)¢(s) = /0 w(t)t*> e

ou w(t Zf

Se fait blen par Fubini puis changement simple de variables.
+0o0

Etape 3 : Montrer que £(s) =1+ s(s — 1)/ w(t) (ts/z_l - t(l_s)/2_1> dt.
1

On a (t) = 2w(t) + 1. On en déduit que w(1/t) = Vtw(t) + v/t —1/2. L’idée est alors de séparer l'intégrale
et de faire un changement de variables 1/t pour tout ramener sur [1, 4+o00[. Plus précisément :

T2 (s/2)C () = / o w(t)t>dt
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Dou £(s)m /20 (5/2)¢(s) % s(5 — 1) = 1 + s(s — 1)/ w(t) (tS/H - t<1*8>/2*1) dt.
Etape 4 : Utiliser le fait que I' ne s’annule pas pour1 conclure sur les zéros et le pole de (. On remarque
(non trivialement) que par I’étape précédente, £ admet un prolongement analytique sur C. Cela se montre
par théoréme d’holomorphie pour lintégrale sur tout domaine {|Re(s) < A}, A > 0. La domination
de l'intégrande se fait en deux étapes : il y a un besoin crucial d’une majoration un peu fine de w sans
quoi on se retrouvera avec un tA=D/2 gur les bras. On remarque tout d’abord que pour ¢ > 1 on a



1
l—e™>1—¢1> 5 d’ont

—7t
(& _
< 2¢7 ™,

—+00
0w <D e ™=t g <
n=1

D’autre part, pour |Re(s)| < A,

521 _ tfs/271/2‘ < |t|A/2’1 I |t|*A/2*1/2 < 2\7&\%
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Ainsi, en combinant les deux majorations précédentes, on obtient un majorant 4e”"[t| "2 ' indépendant
de s et intégrable sur [1, +oo]. O

Annexe 1 - Formule sommatoire de Poisson

Lemme 2. Soit f € CON L' telle qu’il existe M > 0, > 1 tels que YV, |f(x)| < TF P Alors la série
x
R +0o0 ) +o0o
Zf(n) converge absolument, et Z f(n) = Z f(n)
nez n=—oo n=-—oo

Preuve. Etape 1 : Calculer les coefficients de Fourier de la fonction S : x — Z flx +n).
nez
Etape 2 : Ecrire I'égalité S(z) = Z cn(S)en(x) et évaluer en 0. O
nez

Annexe 2 - Applications
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