Méthode QR

Notions utilisées : Décomposition QR, décomposition LU, compacité et suites extraites,

Motivations

La méthode QR est une méthode assez générale (c.f hypothéses) qui permet de trouver les

valeurs propres d’une matrice donnée.

1 Prérequis

Théoréme 1 (Factorisation QR). Soit A € M,,(C). Alors il existe Q,R € U,(C) x T;(C) , A= QR. Si

de plus A est inversible, alors la décomposition est unique pour peu que l'on impose r;; € R .

Remarque 2. 5i A = QR = Q'R alors Q et Q' (parallelement R et R') différent d’une matrice D de
coefficients de module 1 : Q*Q = R'RR™' = D.

Théoréme 3 (Factorisation LU). Soit A € M,,(C) avec tous ses mineurs A, = det ((a;;)1<ij<k) non

nuls. Alors il existe L,U € T.(C) x T:(C) telles que A= LU etl;; = 1.

2 Meéthode QR

Théoréme 4. Soit A € M,(C). On suppose que A posséde n wvaleurs propres de module distincts :
IA1] > - > [\u]. On suppose aussi qu’il existe P € GLy,(C) telle que A= PDP™! avec D = diag(\;). On
suppose enfin que P~' possede une factorisation LU. Alors Ualgorithme

Ag=A

Apy1 = RpQyp ot A = Qr Ry,
fournit des matrices Ay, telles que lim(Ay);; = A et im(Ag);; = 0 pour i > j (sous la diagonale).

Preuve. Etape 1 : Heuristique.

On a Agy1 = Q1 ARQk out Q; = Q1...Qy. On veut la limite de Qy, donc il parait logique d’étudier Ak,



En effet, AP = QR oW Ry = Ry, . ... R1 dépend aussi de Qp et Ry.
On écrira alors P~! = LU pour exprimer d’une autre facon les Qj, pour pouvoir trouver leur limite.

Etape 2 : (re-)Construction de la factorisation QR de A*.

But : Trouver une autre décomposition QR de A* pour la comparer avec Q;R;; et

"identifier" les décompositions & matrice diagonale prés.

Soit P~! = LU et P = QR. On a A inversible, donc il est légitime d’inverser D : A¥ = pPDFpP~1 =
QR(D*LD™*)D*U. L’intérét est que l'on connait bien (DFLD™F) : c¢’est une matrice triangulaire su-
périeure avec des 1 sur la diagonale et des (DkLD_k)iyj = <)\;)k sous la diagonale (multiplication a
gauche/droite par une matrice diagonale).

Donc (DkLD_k) — I, en k — o0o. On se sert ici de ’hypothése sur les modules des ;.

On pose alors Fj, := (DkLD_k) — I, qui tend vers 0 en k — co. En multiplicant par R et R~! il vient
R(DFLD™%) = (I + RF,R™Y)R.

On a de plus (I + RF,R™") inversible & partir d’'un certain rang (série de Neumann, ||RFR™|| = 0) et

donc on a unicité de la factorisation QR :
I+ RE.R™ = QrRy,

avec (Rk)” > 0.

Maintenant, il va s’agir de montrer que les suites (Qy) et (Ry) convergent. On va montrer que (Qy) est
bornée et n’admet qu’une valeur d’adhérence. Tout d’abord, elle est bornée car chaque Qj, est unitaire. Elle
admet donc une valeur d’adhérence par Bolzano-Weierstrass. Soit une suite extraite, avec une extractrice

p, qui converge vers cette valeur d’adhérence Q.On a

Rogry = (Qur)* (I + RE g R™1)

donc R¢(k) — R € T:(C) telle que (R);; > 0. En passant a la limite, il vient I,, = QR et donc Q = R = I,

par unicité de la décomposition pour les matrices inversibles. Ainsi, ceci valant pour toute valeur d’adhé-

1. On remarque que Q5A0Qo = RoQo = A1, et ainsi de suite pour les autres étapes.



rence et suite extraite, on en conclut la convergence de Qk et Rk vers I,.
Etape 3 : Conclusion.
On a obtenu AF = (QQk)(ékRDkU) = QkRy). Or QQ, est unitaire et R, RD*U est triangulaire supé-
rieure donc il existe Dy, diagonale avec |df| =1 telle que Q) = QQxDg. On a alors A1 = Q1 AQy, avec
A=QRDR Q! don

Ajy1 = DiQiRDR™' Qi Dy

Or Qj, — I, donc Ry, := Q};RDRAQ;C tend vers RDR™! qui est triangulaire supérieure avec les \; sur la
diagonale.

On a finalement (Ay41)i; = zfdf(Rk)i,j et (Ag+1)ii = (Ri)ii — Ai ce qui conclut. O
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