Théoréme de Riesz-Fischer

Notions utilisées : Suites de Cauchy, théorie de la mesure (ensembles négligeables etc).

Motivations

Donner une preuve de la complétude des espaces de Lebesgue, mais aussi étudier le lien sous-
jacent entre convergence presque sire et convergence LP.

Prérequis : voir lemme 2.
Théoréme 1. Soit (E, A, 1) un espace mesuré. Alors pour tout p € [1,+o0], (L},(E), ||Hp) est complet.
Avant de démontrer le théoréme, montrons le lemme suivant

Lemme 2. Soit (X,d) un espace métrique. Alors toute suite de Cauchy admettant une valeur d’adhérance
converge dans (X,d).

Preuve du lemme. Considérons une telle suite (z,)nen-
Soit € > 0. Quitte & considérer le maximum des rangs donnés par les deux définitions, il existe un rang
ng, une valeur d’adhérence x € X et une extractrice ¢ tels que :

Vn > ng,Ym € N, d(Zpqm, xn) < /2
i > ng, d(Tpny, ) < /2
En particulier, on a un rang ng tel que, en prenant le cas particulier m = ¢(n) — n € N dans la premiére
inégalité,
Vn > no, d(Tp(n); Tn) < €/2.

Enfin, par inégalité triangulaire et symétrie de la distance d, il vient
i > ng, d(zn, 7) < d(Z4, om) + ATpmy, ) < €
ce qui conclut. ]

Preuve du théoréeme. Etape 1 : Cas 1 < p < +oo.
Soit (fn)nen de Cauchy dans LP. Par définition, pour tout k£ € N il existe N € N tel que

1
VnZNkzavmeN,an+m_an §27 (1)

Pour alléger les notations on pose g := fn,. On considére alors la suite de fonctions définie par ¢, =

n—1
Z lgk+1 — gx|. Par inégalité triangulaire puis par |D il vient
k=0

1
lgk+1 — gkll, < oF



Ainsi on a
n “+00

1
lenll, < llgker — gell, < oF =2
k=0 k=0

Ainsi, la suite de fonctions (@), est une suite bornée, et croissante (somme partielle d'une série a
termes positifs). Par le théoréme de la limite monotone, elle converge simplement (presque partout) dans
L. Notons ¢ € LP sa limite.H On a de plus, pour m > n > 1, et pour u— presque tout z :

|Gn+m () = 9n(@)] < |gntm(T) = Gnam—1(@) [+ + |gnt+1(®) — gn(@)] < Prim(z) — Pn(x) < @(T) — @n(z).

En particulier puisque ¢(z) — ¢, () - 0 on en déduit que la suite (g, )nen, extraite de (fn)nen, est de
n——+0o0

Cauchy dans LP. Puisque L? est un espace métrique, toute suite de Cauchy possédant une valeur d’adhé-
rence converge. On en déduit finalement que (f,)nen converge dans LP, ce qui conclut.

Etape 2 : Cas p = +oo.
Soit (fn)nen de Cauchy dans L°°.
L’idée est de prendre un nombre dénombrable d’epsilons. Pour k& € N*, il existe un rang Ny tel que

1

Vn > Ni,Vm € N, ||fn+m - f””oo < E

Par définition du sup essentiel, il existe un négligeable Ay € A tel que

1
Vi € B\ A fusm(2) — fulo)] < 7.
Considérons le mesurable A := U Ag. A est mesurable et négligeable par réunion dénombrable de

keN*
mesurables négligeables. De plus, pour tout x € E'\ A on a

1
Vk € N,z € E\ Ay donc Vn > N, Vm € N, | frim(z) — fu(z)] < s
Autrement dit, la suite de nombre réels f,(z),en est de Cauchy dans (R, |.|) qui est complet, donc elle est

convergente. Notons f(z) sa limite. f est définie sur E'\ A donc u—presque partout, et de plus en faisant
tendre m vers +o0o dans l'inégalité précédente il vient

Vo € B\ A Vk € N, Vn > Ny, | f(2) — fa(2)| <

el

En particulier par inégalité triangulaire et en écrivant f = f — fn, + fn, il vient f € L. Enfin, I'inégalité
précédente valant pour p—presque tout x, on en déduit ||f — fa, [l o 0. La suite (fn)nen est de
—+o00

Cauchy et posséde une valeur d’adhérence f, donc converge cette derniére. O

Remarque 3. On a au passage montré que la convergence LP impliquait la convergence presque-partout
a sous-suite pres.

1. On aimerait utiliser 'argument ACV => CV pour les séries, mais on doit le redémontrer ici (cela équvaut a montrer
la complétude) ! C’est pourquoi on passe plutot par le critére "Cauchy + suite extraite".



