Colles 2021-2022 510 - Espaces vectoriels normés

1 Questions de cours

f—[Question de cours 1}

Montrer que ||-||,, : « € R" — max (|z;|) est une norme.
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f—[Question de cours 2]

Montrer qu’une boule d’'un EVN est convexe.

2 Exercices

— Exercice 1

Montrer que 'application N : P € R[X] +— N(P) = sup |P(x)| définit une norme sur R[X].
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— Exercice 2

Montrer que les normes ||-|| _ et ||-||,; sur C°([0, 1],R) ne sont pas équivalentes.
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— Exercice 3

Soit E := C'([0,1],R). Montrer que ||f[| := || f|l., + [l/'[l, définit une norme sur E. Est-ce que |||, définit
une norme sur F 7 Si oui est-elle équivalente & la norme précédente 7
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— Exercice 4

Soit (E,||-||]) un espace vectoriel normé de dimension finie. On appelle suite de Cauchy dans E une suite
(un)nen telle que Vp € N, ||tp1p — un|| —> 0. On dit que (E, ||-||) est complet si toute suite de Cauchy de
n— oo

(E, |I|l) est convergente.
1. On admet que (R, |-]) est complet. Montrer que (E, ||-||) est complet.
2. Soit f : E — E une fonction contractante. Soit ug € E et (u,) € EN définie par récurrence par
f(un) = tpgr.
(a) Montrer que [[up+1 — up| < a” |lug — uol|-
(b) En déduire que (uy,)nen est de Cauchy dans (E, ||-||).
)

(¢) Montrer que f admet un unique point fixe.




— Exercice 5
On pose E = M, (R).

définit une norme sur E.

A
1. Montrer que l'application |||, : A€ E+—  sup Az,
serm\{o} Ilzlly

2. Montrer que c’est une norme d’algebre : VA, B € E, ||AB|||; < |4l I B,
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3. (a) Montrer que |[|A4f]; < max Z|am—\. Indication : En considérant un indice j, réalisant
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(b) Montrer que I'inégalité précédente est en fait une égalité. Indication : on pourra, pour le cas d’égalité,
prendre T = ej,.
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,—[Exercice 6 (Norme et matrices symeétriques positives)}

On pose E = M, (R).
1. Soit M une matrice symétrique a valeurs propres positives. Montrer que Tr(M) = 0 entraine M = 0.

2. On admet que VA € E, 'AA est symétrique a valeurs propres positives. En déduire que I"application
A€ E s Tr(*AA) définit une norme sur E.

3. Montrer que cette norme est invariante par multiplication par une matrice orthogonale.




