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1 Questions de cours

f—[Question de cours 1]

Montrer que I'image d’un compact par une fonction continue est compacte. Cela reste-il en remplagant "com-
pact" par "fermé" ? Si oui, démontrez-le. Si non, donnez un contre-exemple.

(.

,—[Question de cours 2}

Soient (E, ||| ;) et (F,||*||») deux espaces vectoriels normés, et D C E une partie dense. Soit f € C°(D, F).
Montrer que f admet un prolongement continu f sur E.

(.

,—[Question de cours 3}

Soient ||-||; et ||-||, deux normes équivalentes sur E. Soit (F,|-||z) un autre evn. Montrer que f : E — F est
continue pour ||-||; si et seulement si elle I’est pour ||-||,.

(.

f—[Question de cours 4]

Soit (E,||:||z) un espace vectoriel normé de dimension finie. Montrer que les fermés bornés de E sont les
compacts.

2 Exercices

— Exercice 1

Soit A C E non vide. Montrer que z € A <= d(x, A) = 0.

(.

— Exercice 2

Soit A C E non vide bornée.
1. Montrer que A est bornée.
2. Montrer que diam(A) = diam(A) ot diam(A) = sup ||z —y|.
(z,y)eA?

(.

— Exercice 3

Soit A C E, A # (. Montrer que pour tout z € E, d(x, A) = d(z, A).




— Exercice 4
Soit A C E. Montrer que la frontiére 0A de A vérifie 0A = AN (E\ A).

(.

— Exercice 5

Soit C' C F un convexe non vide.
1. Montrer que C est convexe.

2. Montrer que C' est convexe.

(.

— Exercice 6

Soient A, B des parties de E. On pose A+ B :={a+b,a € A,b € B}.

1. On suppose A et B ouvertes. Montrer que A + B est ouverte. Indication : on pourra commencer par
prouver le cas B = {b}.

2. Trouver un exemple ol A et B sont fermées mais A + B n’est pas fermée.

(.

— Exercice 7

Soient (E, ||| z) et (F, ||| ) deux espaces vectoriels normés, et f : E — F' continue. Montrer que I'image
d’une partie dense de E par f est dense dans F.

(.

f—[Exercice 8 (Théoréme de Riesz)}

Soit (E, ||-|| z) un espace vectoriel normé. Le but est de démontrer que E est de dimension finie si et seulement
si la sphére unité .#(0,1) de E est compacte.

1. Soit F' un sous-espace de dimension finie de E.
(a) Montrer que pour tout a € E, il existe x € F tel que d(a, F') = d(a, z).
(b) On suppose F' # E. Montrer qu'il existe a € E tel que d(a, F) =1 et ||a|]| = 1.

2. On suppose ici seulement que dim(E) = +oco. Montrer qu'il existe une suite (a,)neny € E" tels que
Vn € N, |lan| =1 et d(ant1,vectag,...,a,) = 1. En déduire que la sphére unité .#(0,1) de E n’est
pas compacte.

3. Conclure.

(.

f—[Exercice 9 (Dual de !' et de loo)}

+oo

On note I' ensemble des suites réelles telles que ||z||, := Z Zpn < 4+00. On ne demande pas de re-démontrer
n=0

que (1%, [I-[|;) est un evn. De méme, on note {*° I’espace des suites réelles bornées, que I’'on munit de la norme

12llo = max |zn].

1. On note, pour p € N, €? = (e£),en := (d5p)nen. Montrer que F = vect e, p € N est dense dans .
2. Soit a € I*°. Montrer que
It — R

oo

Ya (mn)neN — Zanmn

n=0
est bien définie, linéaire et continue.

3. Réciproquement, montrer que si ¥ € (ll)’ est une forme linéaire continue sur L' alors il existe a € [*°
telle que ¥ = .




— Exercice 10

Soit (E, ||| z) un espace vectoriel normé. Soit ¢ € E*. Montrer que ¢ est continue ssi Ker(y) est fermé.

(.

— Exercice 11
Montrer que GL,,(R) est un ouvert dense de M.,,(R).

(.

,—[Exercice 12 (Norme subordonnée et série de Neumann)}

Soient (E, ||-||z) et (F,||-||z) deux espaces vectoriels normés, et L(E, F) 'algébre des applications linéaires

continues de E vers F. On le munit de la norme subordonnée |ju| := sup .
lw(@)|l p,z€r(0,1)

1. Montrer que ||| est bien définie. On admettra les autres axiomes qui en font une norme.
2. Montrer que |[u|| = min{C > 0,Vz € E, ||[u(z)| < C|z| -

3. Montrer que pour tous u,v € L(E, F), |[uov].
4

. Application : soit u € L(E, F) tel que |lu|]| < 1. Trouver une formule explicite pour l'inverse de w.

(.

,—[Exercice 13 (Un peu de connexité par arcs)}

Soit (E, ||-|| ;) un espace vectoriel normé et F' un sous-espace fermé de E. On suppose que F' est différent de
E et que sa frontiére JF est connexe par arcs.

1. Soient z € Fety € E \ F'. Montrer qu'il existe un chemin continu + : [0, 1] — E reliant x & y et un
instant ¢ € [0,1] tels que y(c) € FN E\ F. En déduire que y(c) € OF.

2. En déduire que F' est connexe par arcs. On pourra s’appuyer sur un dessin.

(.

— Exercice 14

Soit (E, ||-|| ;) un espace vectoriel normé. Soient A et B des parties fermées de E.
1. On suppose que A est compact. Montrer que A + B est fermé.

2. Trouver un contre-exemple de parties A et B fermées telles que A + B ne soit pas fermé.

(.

— Exercice 15

Trouver deux parties A et B d’un espace vectoriel normé (E, ||-||) (& choisir) tel que les cing ensembles suivants

o

soient deux & deux disjoints : AU B, AUB, Aué, flué, AUB,




