Colles 2021-2022 S1 - Suites et séries

1 Questions de cours

f—[Question de cours 1 (Comparaison série-intégrale)]

o0
Soit f : R — R, décroissante et u,, = f(n). Alors Zun converge ssi / f converge.
0

Question subsidiaire : que dire dans le cas f croissante ?

(.

,—[Question de cours 2 (Régle de d’Alembert)]

Ynt1 — 1. Alors :

Soit (un)nen positive et non nulle & partir d’un certain rang. On suppose que
n

— Sil <1 alors Zun converge

— Sil > 1 alors Z uy,, diverge grossiérement
Question subsidiaire : trouver deux exemples de nature différente dans le cas [ = 1.

(.

,—[Question de cours 3 (Critére de Riemann)]

1 . .

g — converge si et seulement si a > 1.
n

n>1

(.

f—[Question de cours 4 (Critére des séries alternées)]

Soit (un)nen une suite alternée telle que (Ju,|)nen décroit et tend vers 0. Alors :

— E Uy converge

— La somme S est comprise entre deux termes consécutifs de la somme partielle S,,.
— |Rn| < |un+1|

— S est du signe de uyg.

2 Exercices

Exercice 1

<l
Montrer que kz_:l T o In(n) +~v + o(1).




— Exercice 2

_1)n
1. Déterminer la nature de la série E In (1 + ( \} )
n

neN*

-nH" 1
2. (a) On pose u, = ! et v, = u, + —. Montrer que Z Uy, converge mais que Z vy, diverge.
n

NG

(b) Montrer que u,, ~ v,. Que peut-on en conclure ?

neN* neN*

(.

~— Solution

1. On effectue un développement limité (et non un équivalent!!). On obtient

() ()

d’oul la convergence via le critére des séries alternées.

2. (a) La convergence vient du critére des séries alternées. La divergence vient du fait que 'on somme une
série convergente et une série divergente (harmonique)

(b) On ne peut pas se contenter d’un équivalent lorsque les termes ne sont pas de signe constant !

(.

~ Exercice 3 (Dunod MPSI - 14.15)

+oo
1
Soit a > 1. Déterminer, en fonction de «, la nature de la série de terme général u,, = Z Ta

k=n-+1
+oo +oo 1

En déduire un équivalent lorsque n — 400 de Z Z
k=n+1j=k+1

o

(.

— Solution

On compare a 'intégrale et on trouve que Zu” est de méme nature que Z

——7- Donc on a convergence
o

ssia > 2.

(.

,—[Exercice 4 (Dunod MPSI - 14.2 + bonus)}

Convergence et sommes des séries suivantes :

n>2
n?+3n+2

2 1

nz>:1 ( n? 4+ 3n )
3. B+ (=M™

n>2
4 Z (=b" on pourra utiliser i 1 In(n) + v+ o(1)

’ n k n—oo

n>1 k=1




(.

~— Solution

1 1 1 1
1. On écrit la DES m = + 2n—1) + 1) On calcule ensuite explicitement la somme
1
partielle Sy = - — NN +1)
1 1
On t - =-.
n trouve ZnS—n 1

n>2

2. On factorise n? +3n+2 = (n+1)(n+2) et n> 4+ 3n = n(n + 3) puis on calcule explicitement la somme
partielle :
Sy =In(N 4+ 1) — In(N + 3) + In(3).

2
On trouve Z In <n—|—3n—|—2> =In(3).

2
n 3n
n>1 +

3. On sépare termes pairs et impairs et on calcule explicitement la somme partielle :

N 1 1Nfl1
S2N+1:Zﬁ+§z47-

0 0
2

On trouve Z B+ (1™ "= it

n>2

4. On sépare les termes pairs et impairs et on fait un DL de la somme partielle :

)+ o(1).

Sont1=Hn — Haoni1 = 1n(2N 1

On trouve Z (=1" = —1In(2).

n
n>1

(.

— Exercice 5

Nature de Z In(n) et équivalent de la somme partielle.

n>1

(.

— Solution

On compare a l'intégrale associée. On trouve nIn(n).

(.

,—[Exercice 6 (Dunod MPSI - 14.6)}

Nature de Z (Vn+avn+1+bv/n+2)ouabeR.

n>0

(.

— Solution

On fait un DL. On a convergence ssi (a,b) = (=2, 1).

,_[Exercice 7 (OdIT 2017 - 77 (ESPCI))]

1
Soit (un) € RN une suite positive et décroissante. Montrer que Z U, converge ssi: u, = o <) et Z n(u, —
n

Upt1) CONVETge.
Question subsidiaire : suffit-il d’avoir u,, = o(1/n)? (c.f exo suivant)




~— Solution

n
On counsideére la suite v,, = n(u, — t,+1), qui par hypothése est le terme général d’une série convergente. On
remarque que cette suite est positive, et on a

1
<~ Siu,=o0 (> et Zn(un — Upy1) CONVerge :

Up =Ny — (M4 Dpp1 + Unygr.
On est alors amenés a considérer wy, := nu, — (n + 1)uy+1. On a v, = wy, + up41 d’une part, et d’autre part
la série de terme général w,, est télescopique convergente par hypothése sur v, :

n

Zwk =0.up — (n+ 1)upt1 = 0.
k=0

Finalement, on a en sommant la relation v,, = w, + un41 :

n n

> uk =Y (vk — wy)

k=0 k=1

et donc la série E u, est la somme de deux séries convergentes et donc converge.
= Si E Uy, converge :

On reprend les notations précédentes. Montrons que E v, converge et que E wy, converge (ce qui montrera

w=o(1))

n n
On remarque que Zwk = —(n 4+ Dups1 < 0. De plus v, > 0 pour tout n € N donc si ka diverge,
k=0 k=0
+oo n n n —+oo
Z v = +00 ce qui contredit la relation Z wg = Z Vg — Z uj, car ici on suppose que Z ug < +00. Donc
k=0 k=0 k=0 k=0 k=0

n n
nécessairement, E vi, converge. Donc par somme comme dans le sens réciproque, g wj, converge aussi et en
k=0 k=0

1
particulier, d’apreés le résultat sur les séries télescopiques, nu,, — 0 et donc w,, = o ()
n

Pour la question subsidiaire : non, c.f séries de Bertrand...

(.

,—[Exercice 8 (Séries de Bertrand)}

. . 1 . . .
On considére la série E - ou a,b € R. Discuter de la nature de cette série suivant les paramétres a
n

2 e (ln(n)?
et b. N

1
Application : donner une série & termes positifs Z Uy, qui diverge mais qui vérifie u,, = o () (le critére de
n

Bertrand est un raffinement du critére de Riemann).




~— Solution

On distingue tout d’abord les cas selon a.
1

(Db com e (2

——— — 400 d’on une divergence grossiére (car 1 —a > 0).
In(n)? n—oo

1. Sia > 1: Alors par critére de Riemann,

du rang 3 si b > 0.
1—a

2. Sia<1:0Onanu, =

" 1
3. Sia=1: on compare a l'intégrale /2 Wdt

(a) Sib # 1, la primitive de lintégrande est t —

(In(t))*~*

. On en déduit par comparaison pour les
séries & termes positifs que la série diverge dans le cas b < 1 et converge dans le cas b > 1

(b) Sib =1, la primitive est In(Iln) et donc il y a divergence. C’est le cas limite.

(.

,—[Exercice 9 (Suites récurrentes et séries)}

Soit (2, )nen définie par récurrence par zp € Ry et x,41 = sin(xy,).

1. Montrer que (x,)nen converge et trouver sa limite. Indication : commencer par montrer qu’elle est
décroissante.

1 1

2 2
anrl xn

2. Montrer que < > converge et en déduire un équivalent de (z,)nen.
neN
3. A quelle condition sur a € R a-t-on convergence de la série Z xp?

(.

— Solution

1. On reprend 'argument classique pour les suites récurrentes. On étudie f —id qui se trouve étre négative
sur l'intervalle I = [0, +oco[. On en déduit que la suite est décroissante.. Ensuite, f a un unique point
fixe dans l'intervalle I qui est stable par f. On en déduit d’une part par décroissance + minoration
(car I stable) que (z,,) converge, puis par point fixe que x,, — 0.

1 1

T2 53

1
2. On effectue un développement limité. On trouve —— + o(1). On utilise ensuite I’équiva-

xn+1
3

n+1

lence des sommes partielles pour les séries & termes positifs qui divergent. On trouve x,, ~

3. Convergence ssi a > 2 (critére de Riemann).




